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I. Bestimmung der Gleichung der eingehüllten 
Rolleurve. 


Wenn eine gegebene bewegliche Curve auf einer 
anderen, festen Curve ohne zu gleiten fortrollt, so wird 
eine in der Ebene der ersten Uurve liegende und mit ihr 
fest verbundene Gerade eine Linie umhüllen, mit deren 
Untersuchung vorliegende Arbeit sich beschäftigen soll. 
Dabei heisse die gegebene feste Curve die „Basis“, die be- 
wegliche Linie die „rollende Curve“; die von der Geraden 
eingehüllte Linie möge die „eingehüllte Rollcurve“ genannt 
werden (zum Unterschied von den Uurven, die ein bestimmter 
in der Ebene der rollenden Curve liegender Punkt beschreibt 
und die man kurzweg „Rollcurven“*) bezeichnet hat). 

Da wir uns die Gurven als gebrochene Linien, die aus 
unendlich kleinen Strecken zusammengesetzt sind, denken 
können, so betrachten wir zunächst die eingehüllte Roll- 
curve, die entsteht, wenn eine bewegliche gebrochene Linie 
auf einer festen gebrochenen Linie ohne zu gleiten sich 
fortbewegst. Wir nehmen dabei an, die bei der Bewegung 
der Reihe nach zusammenfallenden Strecken beider ge- 
brochenen Linien seien gleich. 

Es stelle nun in Fig. 1 die gebrochene Linie ABODEF 
‘ die Basis vor, auf welcher die gebrochene Linie A,B, 0, 


*) Vergl. die Untersuchung derselben bei Schlömilch, Uebungsbuch 
z. St. d, h. Anal. IL, $ 43. 
a Kol 
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D,E, F, sich fortbewege, und essei AB = 4, DB, BC=irr 
CD=(,D, etc. Die mit der beweglichen Linie festver- 
bundene umhüllende Gerade sei !,. Bei der Anfangslage 
der Linie A, B, C,D,E,F, falle A, B, mit AB zusammen. 
Bei der darauf folgenden Lage der beweglichen Linie (in 
der Fig. bezeichnet durch A,B,C,D,E,F,) muss dann 
B,C, mit BC zusammenfallen; dabei wird zugleich Il, in 
die Stellung /, gerückt sein. In diese zweite Lage gelangt 
aber die rollende Linie durch Drehung ihrer Ebene um 
den Punkt B, und zwar wird die Grösse des Drehungs- 
winkels durch 2 (,DC, angegeben. Bei dieser Drehung 
umhüllt die Linie: /, einen Kreisbogen, dessen Radius das 
von BD auf !, gefällte Perpendikel AP und dessen Centri- 
winkel der Winkel PBP., ist, wenn P, den Fusspunkt des 
von B auf !, gefällten Perpendikels bedeutet. Da hiernach 
auch der Winkel PBP, den Drehungswinkel der Ebene der 
rollenden Linie um B angibt, somuss {PBP,=2(GBC 
sein. In die dritte Lage 4,5, 0,D,E,F, gelangt die ge- 
brochene Linie durch Drehung um den Punkt C©, deren 
Grössedurch £/ D, ÜD, angegeben wird und wodurch die Linie 
C,D, an die Stelle von CD und /, in die Lage /, kommt. 
Hierbei umhüllt /, wieder einen Kreisbogen mit dem 
Centrum ©, dem Radius MC=M, C und dem Centriwinkel 
MCM, = £D, CD,, vorausgesetzt, dass MC und M, CO die 
von Ü auf !, resp. !, gefällten Perpendikel sind. - Durch 
Drehung um D gelangt die gebrochene Linie in die vierte 
Lage, wobei die einhüllende Gerade wieder einen Kreis- 
bogen umhüllt u. s. w. 

Die Rollcurve PP,ÄMM,NN,.. besteht also in unserem 
Falle aus einer Reihe von Kreisbögen, deren Endpunkte 
durch gemeinschaftliche Tangenten verbunden sind. Die 
Centren der Kreisbögen sind der Reihe nach die aufeinander 
folgenden Eckpuukte des festen Polygons, ihre Centriwinkel 
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die Ergänzungen der beiden am Centrum zusammentreffenden 
Winkel der gebrochenen Linien zu 4 R. Denkt man sich 
die Strecken beider gebrochenen Linien unendlich abnehmend 
und ihre Richtung sich stetig ändernd, sodass sie also zu 
Curven werden, so rücken die Bogen sehr nahe zusammen 
und ihre Centriwinkel werden unendlich klein. Die Roll- 
curve lässt sich alsdann als Einhüllende jener Kreisbögen 
auffassen, und ihre Gleichung kann man daher auf bekannte 
Weise finden, sobald die Gleichung der Kreisbögen ge- 
geben ist. 

Um letztere aufstellen zu können, mögen die Basis und 
die rollende Curve durch ihre Gleichungen in rechtwinkligen 
Coordinaten gegeben sein, und zwar seien 

&, n die Coordinaten der Basis, 
BAD. bi „ rollenden Curve. 

Wir nehmen dabei an, dass die Gleichung der rollenden 
Curve auf ein Coordinatensystem bezögen sei, dessen Axe 
der « mit der einhüllenden Geraden zusammenfalle. 

Stellt uns also in Fig. 2 die Linie AQD die Basis, 
und die Linie F@C die rollende Curve in irgend einer 
Lage, die Basis in Q@ berührend, dar, und ist FC die ein- 
hüllende Gerade, so si Q9P=v QS=n 08S=8. Hierbei 
muss, wie aus der vorhergegangenen Betrachtung sich er- 
gibt, © der Mittelpunkt und QP der Radius eines der 
Kreise sein, deren Einhüllende die gesuchte Rollcurve ist. 
Bezeichnen wir nun die Coordinaten von P (bezogen auf 
die Coordinatenaxen der Basis) mit &, y, sodass OQR=x, 
PR=y, so ist demnach 
D @-9° + gm! =” 
die Gleichung jenes Kreises. Dieselbe enthält jedoch, nach- 
dem man in derselben „ durch & ausgedrückt hat, noch 
zwei veränderliche Parameter, nämlich & und v. Um einen 
von ihnen eliminiren zu können haben wir eine weitere 
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Gleichung zwischen & und » aufzustellen. Dieselbe ergibt 
sich durch folgende Ueberlegung: Stellt uns ‘die Curve 
F,@, ©, die Anfangslage der rollenden Linie dar und fällt 
hierbei der dem Punkte F entsprechende Punkt F, mit A 
zusammen, so muss arceQA=arcFQ sein, oder | 
in [varFar = [VaRrar 

Drückt man in dieser Gleichung vermöge der gegebenen 
Gleichungen der rollenden Curve und der Basis, u durch v 
und n durch & aus, so enthält sie nur noch & und v; sie 
kann also dann dazu dienen, um in I) einen der willkür- 
lichen Parameter zu eliminiren. Nachdem dies geschehen, 
lässt sich die Gleichung der eingehüllten Rollcurve nach 
bekannter Methode aus Gleichung I) finden, indem man 
letztere nämlich partiell nach dem restirenden willkürlichen 
Parameter differenzirt und dann denselben mit Hülfe der 
so entstehenden Gleichung aus I) -eliminirt. Wir heben 
noch speziell hervor, dass in der Eliminationsgleichung 

x, y die Coordinaten der eingehüllten Rollcurve 
darstellen. Beispiele für diese Methode der Bestimmung 
der eingehüllten Rollcurve finden sich in VI unter Nr. 11 
und Nr. 12. | 


I. Bestimmung der Differentialgleichung der ein- 
gehüllten Rolleurve. 


Die in den Gleichungen I) und II) ausgedrückten Be- 
ziehungen zwischen x, y, v, & lassen sich auch sehr einfach 
durch Differentialgleichungen darstellen. Dieselben bieten 
zugleich den Vortheil, dass sie nicht allein gestatten, bei 
gegebener Basis und gegebener rollender Curve die ein- 
gehüllte Rollcurve zu finden, sondern auch die umgekehrten 
Aufgaben zu lösen. | 
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In Fig. 2 ist, wie aus dem vorhergehenden Abschnitt 
hervorgeht, die einhüllende Gerade FÜ sowohl Tangente 
an die eingehüllte Rollcurve im Punkte P, als auch an den 
eingehüllten Kreis, dessen Centrum @ und dessen Radius 
QP ist. Es muss daher Q_P senkrecht auf FÜ stehen, 
also ist: 

a RAN na: 

mithin tang PUR=tangQ PR, & . 
dy DIE 

de yon 

Setzen wir einmal den aus dieser Gleichung sich er- 
gebenden Werth von y—n, das andere Mal den daraus 
folgenden Werth von &—5£ in I) ein, so ergeben sich 
folgende beiden Gleichungen, in welchen wir zur Abkürzung 


gesetzt haben: 


I 


WR: Ehe ee 
III) | > b 

N Vı+P 
Aus Gleichung D) folgt ferner, wenn wir sie partiell 
nach & differenziren: 

d dv 
8 + Won)ge trag 7 

und aus II) ergibt sich: 


Vi »-Vır(a) a 


daher ist: ER, 
dn\? 
dv _ Vi T (7 


To) 


Führt man diesen Werth von 7 in die aus I) hervor- 


gegangene Differentialgleichung ein, so erhält man: 


[2-: + eV ı- + (5 a: + Me) =o 


Setzen wir zur Abkürzung 
dn dv 
FE Jr 
so können wir der letzten Gleichung auch folgende Form 
geben: 
e-: + Yon BIST 
Vi+n” Vito? 

Diese aus der Verbindung der Gleichungen I) und I) 
hervorgegangene Differentialgleichung lässt sich noch mehr 
vereinfachen, wenn wir die Gleichungen III) zu Hülfe nehmen. 
Setzen wir nämlich die Werthe für €&—5 und y—n aus 
denselben in die letzte Gleichung, nachdem beide Seiten 
derselben quadrirt sind, ein, so resultirt: 

ron? _ er 
AFd)A+p)  Ife® 
was man, nachdem durch v? auf beiden Seiten dividirt ist, 
folgendermassen umformen kann: 
En) (14+92)= 9147) (14 P)) 
Bw) Ver 2pih)=rt ln pe 
@— 7) =e” (4 2937699) 
u le), 
+(p—»”) =v (l+np) oder endlich: 
7 ELITE 
Be 

Die Differentialgleichungen III) und-IV), die wir statt 
der Gleichungen I) und II) anwenden können, sind aus- 
reichend, um bei gegebener Basis und gegebener rollender 
Curve die eingehüllte Rollcurve zu bestimmen. Denn in 
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denselben lassen sich mit Hülfe der Gleichungen der gegebenen 
Curven die veränderlichen Grössen 7 und « durch & und v 
ausdrücken, sodass sie nur noch X, y, p, &, v enthalten 
Eliminirt man nun aus den drei Gleichungen E und v, so 
erhält man eine einzige Gleichung mit x, y, p, welche die 
Differentialgleichung der gesuchten Rollcurve ist. 

Umgekehrt können die Gleichungen III) und IV) zur 
Bestimmung der rollenden Curve dienen, falls die Basis 
und die eingehüllte Rollcurve durch ihre Gleichungen ge- 
geben sind. Wenn man nämlich dann vermittelst der ge- 
gebenen Üurvengleichungen die Grössen x und p durch y, 
ferner & und „‘ durch r ersetzt, enthalten jene drei Gleichungen 
nur noch v, v‘, y, n. Nach Elimination der beiden letzten 
dieser Grössen bleibt eine Differentialgleichung mit v und v‘ 
übrig, deren Integration die Gleichung der rollenden Üurve 
ergibt. 

Ferner kann man, bei gegebener rollender Curve, die 
Basis bestimmen, auf der erstere sich bewegen muss, damit 
eine mit ihr festverbundene Gerade eine gegebene Curve 
einhülle. Zu diesem Zwecke hat man zunächst in den drei 
Gleichungen III) und IV) p, y als Funktionen von & und v, v’ 
als Funktionen von u darzustellen, sodass nur noch 8, n, &, u 
in denselben vorkommen. Dann eliminirt man aus ihnen & 
und « und erhält eine einzige Gleichung zwischen €, n, ”, 
welche die Differentialgleichung der Basis ist. 

Die Richtigkeit der Gleichungen IlI) und IV), die als 
Grundlage der späteren Untersuchungen dienen, lässt sich 
sehr einfach unmittelbar an Fig. 2 nachweisen. Da nämlich 
PQ=v senkrecht auf der einhüllenden Geraden PU 
steht, ist 

dy 
tang NPQ = tan PUX = re 
folglich ist 
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Wänsel shr..ı 
Vı+p 
1 
csoNPQ = vızp 


snNPo) = 


Setzt man diese Werthe in die unmittelbar aus der 

Figur sich ergebenden Gleichungen 
8—x = vsmNPOQ 

y—n = vcsNP%® 

ein, so erhält man 
vp v 
Te ne 

was mit III) übereinstimmt. 

Bezeichnen wir mit 9 den Winkel, den die einhüllende 
Gerade und die gemeinschaftliche Tangente @ 7 der rollenden 


Curve und der Basis mit einander bilden, so ist 
9 = %0° — POT = % — (ZPQN + ZNOT) 

Da nun ZPQN = %° — ZNPQ und ZNYT 

=. AQTX ist, so hat man 
9 = %° — (90° — ZNPQ + zQTX) 
zus N PO 0ER 

Folglich ist | 
tang NPQ — tangQTX 
Wk Mer en: 


dehe 

pie m 
l+ pr 
welche Gleichung mit IV) identisch ist. 

Bewegt sich die rollende Curve auf der Innenseite der 
Basis, so erhält man dieselben Gleichungen, nur wird das 
Vorzeichen von v das entgegengesetzte. Es lehrt uns. also 
diese geometrische Betrachtung, dass in den Formeln HI) 
und IV) das obere oder das untere Vorzeichen zu wählen ist, 


= 
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je nachdem die rollende Curve sich auf der convexen oder 
der concaven Seite der Basis bewegt. 

Wir gehen nun dazu über, die Formeln III) und IV) 
auf spezielle Fälle anzuwenden. 


III. Die Basis ist eine Gerade. 


Ist die Basis eine Gerade, so lautet, falls wir dieselbe 
zur Axe der & wählen, ihre Gleichung: 


n=o0 
Die Gleichungen III) und IV) gehen also dann in die 
folgenden über: 


® 
3 ı-yigmrnn 


wobei blos ein Vorzeichen von v berücksichtigt worden ist, 
da ein Unterschied zwischen beiden Seiten der Basis in 
unserem Falle nicht besteht. 


Wir wenden diese Formeln zur Lösung folgender Auf- 
gaben an: 


1. Ein Kreis rollt auf einer Geraden, man sucht die 
von seinem Durchmesser umhüllte Curve. 


Bezeichnen wir mit r den Radius des Kreises, so ist 
die Gleichung der rollenden Curve, wenn wir den Durch- 
messer zur Axe der u wählen: 

Wtv = r? 

Hieraus folgt: 

u Vr—v 


Me — 
Vz —-— 


® ® 


Die Gleichungen V) werden daher: 


v er; 
VEN para sh 
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Aus diesen beiden Gleichungen ist v zu eliminiren. Die 
letztere liefert: 


Y 
= yim 
Hiernach wird die erste Gleichung: 
Y 
YSırp 


Löst man diese Differentialgleichung der eingehüllten 
Curve nach p auf, so erhält man: 


ve dy es IW Y 
ya-—--= nn 
also ist: 


ie SIR. 
x + 0 fs DH 


Y 
Y — in 
Beer Y 2 
ER a ar ME 
= Vry Yy + 9 ArYC COS E23 
I * 
woraus ersichtlich ist, dass die eingehüllte Rollcurve eine 
Cycloide ist, deren erzeugender Kreis den Radius — besitzt. 


2. Man soll die Curve bestimmen, welche von der einen 
Asymptote einer logarithmischen Linie eingehüllt wird, wenn 
letztere auf einer Geraden rollt. 

Die Gleichung der logarithmischen Linie ist, falls wir 
die einhüllende Gerade zur Axe der u wählen: 


U 


vl—=ae“, alsorıst 

2 0) 

a ca = — 
a 


Setzen wir diesen Werth von v‘ ın die zweite der 
Gleichungen V) ein, so erhalten wir: 


en also 


ige 


= ap 


Hiernach wird die erste der Gleichungen V): 
ie ar 
Ye virp 
Nach p aufgelöst ergibt dieselbe: 


v_ nen daher ist 
EEE 
De I dy + const. 
oder: 


AR N) FREE) 
= Ve al ld + const,, 


eine Gleichung die identisch ist mit der Gleichung 


Ve— y? er 


und daher die Traktorie der Geraden darstellt. 


3. Es soll die Curve gesucht werden, welche auf einer 
geradlinigen Basis rollen muss, damit eine in der Ebene 
der Curve liegende Gerade einen Kreis umhüllt, der die 
Basis berührt. 

Ist « der Radius des eingehüllten Kreises, so ist die 
Gleichung desselben, da wir die Basis zur Abscissenaxe 
wählen: 

x” + y—-a)” = a’ 

Hieraus folgt: 

Br: T 
y=arVa-aı,p = t yaz 

Substituirt man diese Werthe von y und p in die 
Gleichungen V), so erhält man für die erste: 

a+ Ve®-ı = + Dre oder 


a? 


TEE ehe el 


I 
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und für die zweite: 
9 


UT are 
Aus der letztern folgt: 


4‘ 


LG ER 
= Eyıym 
Für diesen Werth von & geht die vorletzte Gleichung 
über in: 
+aVitV®% ta=v 
Diese Differentialgleichung der gesuchten Curve nach © 
aufgelöst ergibt: 
i dv Ve—a?- a: 
= — = — 
du a 
also ist: 


adv 
uw + const - [en 


vw al (— a) 7 a 

wobei const=alc gesetzt worden ist. Hat die rollende 
Curve eine solche Anfangslage, dass ihre Coordinatenaxen 
mit denjenigen der Basis zusammenfallen, dass also die 
einhüllende Gerade den Kreis im Coordinatenanfang berührt, 
so muss für w=o entweder v=o oder v=2a werden. 
Wählen wir «=o und v=2a als zusammengehörige 
Werthe, so ergibt sich c=a. Wir können dann die letzte 
Gleichung auch in der folgenden Form schreiben: 


Ma re an du 
Pi a oe las 


Die gesuchte, Curve ist demnach eine Kettenlinie 
mit dem Parameter «a und die einhüllende Gerade (die 
Abscissenaxe) ist die im Abstande 2a zur Scheiteltangente 
der Kettenlinie gezogene Parallele. 


oder: 
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4. Welche Curve muss auf einer Geraden rollen, wenn 
eine in der Ebene derselben liegende Gerade eine Ketten- 
linie umhüllen soll? 

Die Gleichung der eingehüllten Kettenlinie sei: 


GE Den. 
vlt: *) 


eye er oje ze 
u Pe 


Da hiernach V1 + p?= n ist, so gehen die Gleichungen 


so ıst: 


‘ VW) in die folgenden über: 


y == Luis vV’ = Vr—a 
Yy a 
Aus der ersten Gleichung folgt: y„=av, und führen 
wir diesen Werth in die zweite Gleichung ein, so erhält 
man als Differentialgleichung der rollenden Curve: 
: Vav—a: 
= — 
a 


also ist: 


adv 
u= # a + const. 
— 2 Vav—a: + const. 

Wählen wir aufder einhüllenden Geraden den Coordinaten- 
anfang für die rollende Curve so, dass derselbe in der An- 
fangslage der Curve mit dem Scheitel der Kettenlinie zu- 
sammenfällt, so muss der Punkt v=o, v=a ein Punkt der 
Curve sein, mithin ist const= 0 zu setzen. Statt der letzten 
Gleichung können wir daher schreiben: 

? = dkaw— da) 

Hiernach ist die gesuchte rollende Curve eine Parabel 
mit dem Parameter 2a, und die einhüllende Gerade ist ihre 
Direktrix. 
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IV. Die einhüllende Gerade geht stets durch einen 
festen Punkt. 


Soll die eingehüllte Curve ein Punkt mit den Coor- 
dinaten a und 5 sein, so ist in den Gleichungen III) und IV) 
z=a und y=b zu setzen. Man erhält auf diese Weise: 

aD ® 

;ö-tyırm ı Por SV 

+V- PIz „7 


I+rp 
Aus diesen drei Gleichungen ist noch p, welches einen 
unbestimmten Werth besitzt, zu eliminiren. Aus der letzten 


Gleichung folgt nun: 
a A UBER 
 1I+rvf 
Bildet man einmal den Quotienten, das andere Mal die 
Quadratsumme der beiden ersten Gleichungen, so erhält man: 


ne 1% ISr vr 


120) Ta aD 
(&.. 0)? a 
Für den speziellen Fall, dass die einhüllende Gerade 
stets durch den Coordinatenanfang gehen soll, ist a=b=o 
zu setzen. Die Formeln VI) gehen dann in die folgenden über: ° 


"rer 
VlIa) ae AIR 
Eee 


Die letzten Gleichungen erhalten eine sehr einfache 
Gestalt, wenn man an Stelle der rechtwinkligen Coordinaten 
&, n Polarcoordinaten einführt. 

Für &i=)70059%, msn 
also: 

: r'sin® + rc0s$ dr 
— Feos$ — rsind ( = no) 
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werden dieselben: 


an S 
I 
I+ 
= 


VIb) E “N. 


Angenommen nun, wir hätten für die gegebene Basis 
r=/f, (3) mit Hülfe der Gleichungen VIb) die Curve u=f, (v) 
gefunden von der Eigenschaft, dass wenn letztere auf der 
ersten rollt, die Axe der « der zweiten Curve stets durch 
den Pol der ersten Curve geht, so besteht zwischen diesen 
beiden Linien noch eine weitere merkwürdige Beziehung. 

Es ist nämlich von Interesse, die Basis zu suchen, auf 
welcher die erste Curve rollen muss, damit ihr Pol die 
Axe der « (die einhüllende Gerade) der zweiten Curve, 
welche wir uns jetzt festliegend denken, durchläuft. Die 
Bestimmung dieser Basis geschieht mit Hülfe folgender 
Gleichungen (s. Schlömilch, Uebungsbuch z. St. d. höheren 
Anal., II. $ 43), die wir als bekannt voraussetzen: 


I SEE BEER LE NIEN 
EEE Damen a = Tyiryaı an SE yanvamez, 


worin: 
& n, die rechtwinkligen Coordinaten der Basis, 

Y,%, die Polarcoordinaten der rollenden Curve, vor- 
ausgesetzt dass man den die Rollcurve be- 
schreibenden Punkt zum Pol gewählt hat, 

% Y, die rechtwinkligen Coordinaten der Rollcurve, 
bezogen auf das Axensystem der Basis 

bedeuten, und wobei zur Abkürzung 
dyı N 
dena 
gesetzt worden ist. 
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In unserem Falle haben wir r,, 9, durch r, 3 zu er- 
setzen und da die Gleichung der Rollcurve 


Yo 
ist, woraus folgt y,‘=o, so gehen obige Formeln über in 
r 1 
en rn a 
er a Su 

oder 

+r=m 

a Va ER 

+ a 71 


Berechnet man aus beiden Gleichungen, indem man r 
eliminirt, die Gleichung der Basis, so erhält man dieselbe 
Beziehung zwischen n, und &,, die aus den Gleichungen VIb) 
für w und v resultirte, d. h. die Gleichung der Basis ist, 
abgesehen von der Bezeichnung der ÜCoordinaten, identisch 
mit der Gleichung u=f,(v). Damit also der Pol der Curve 
r=f,(9) die Abscissenaxe der Curve u==f,(v) durchlaufe, 
hat erstere auf der letzteren zu rollen. Das gefundene 
Resultat lässt sich in folgendem Satze aussprechen: 

Rollt eine Curve aufeiner anderen Curveund 
ein Punkt in der Ebene der ersten Ourve durch- 
läuft dabei eine Gerade in der Ebene der zweiten 
Curve, so geht, falls die erste Curve fest ist und 
die zweite Curve auf ihr rollt, jene Geradein 
der Ebene der zweiten Curve stets durch den 
erwähnten Punkt der ersten Curve. 

Beispiele: 

5. Es soll die Öurve bestimmt werden, welche auf einer 
hyperbolischen Spirale rollen muss, damit eine Gerade in der 
Ebene der ersteren stets durch den Pol der Spirale geht. 

Die Gleichung der Basis ist 

a 


er 
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Ar N RE ee Sal EC a 
folglich ER 53 und = re re Be = 
Für diesen Werth gehen die Gleichungen VIb) über in 
) 
2 d 
gr en) 
a 
Wegen der ersten dieser Gleichungen wird die letzte: 
_ ex oder 
a 
— du = 02% mithin 
v 
— uv=al Zn (e = const.) 


Man ersieht hieraus, dass die gesuchte Curve eine 
logarithmische Linie ist. 


6. Man sucht die Curve, auf welcher die Tractorie der 
Geraden rollen muss, damit die Asymptote der letzteren 
stets durch einen festen Punkt in der Ebene der ersteren geht. 

Wenn man die Asymptote zur Abscissenaxe wählt, ist 
die Gleichung der Tractorie der Geraden: 

1 a Va®—o RR 
ee 

Hieraus ergibt sich 

Me 
eV ag: 

Substituirt man diesen Werth in die Gleichungen VIb), 
so werden dieselben: 


Y 
Be 
FO Vvee 
Eliminirt man aus der letzten Gleichung v mit Hülfe 
der ersten, so erhält man: 


I 
< 


I# 


y? 
me VE oder 
PTILIOUR 
a ee dr“ (r = const.) 


oder endlich 


Ver 
I 47 = - ——- 


Die gesuchte Basis ist daher die Tractorie des 
Kreises. 


r 
+. QYC.C08 Er 


7. Auf welcher Curve muss ein Kegelschnitt rollen, 

damit die Axe desselben stets durch einen festen Punkt geht? 

Als Gleichung des Kegelschnitts haben wir, wenn wir 

seine Scheiteltangente zur Ordinatenaxe machen, zu setzen: 
ve” = 2hu.+ ku? 

Hierin ist die Ordinate im Brennpunkt des Kegel- 
schnitts und k==°—1, falls wir mit &e die numerische 
Excentricität bezeichnen. 

Aus der Gleichung der Curve folgt: 

h+ ku 
+ V2hu+ ku: 

Die Gleichungen VIb) werden hiernach: 

a) r = + V2hu+ku: 
b) m... 
Y + V2hu+ku? 
Vermöge a) können wir statt b) auch schreiben: 


r=h+ku 


vv = 


woraus sich ergibt 
v—h 
k 


Re 


Da nun aus a) folgt: 
- h+VM+kr 


u = In 
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so erhält man, indem man beide Werthe von « gleichsetzt: 
r = + VM-+kr 
Daher ist 


dr 
c) a an VR-+kr + const. 


Diese Gleichung liefert uns die gesuchte Basis für die 
Ellipse mit den Halbaxen a und 5, wenn wir 


2 2 
a are ae 
a a 
setzen. Man erhält dann: 
| a dr 
a ae Sur Va + const. 


oder 


y = — arcsın z + const. 


Soll die Axe des Kegelschnittes in der primitiven Lage 
desselben mit der Polaraxe der Basis sich decken, so muss 
für $=o0, r= 0 sein, woraus folgt dass const = 0 ist. Die 
Gleichung der gesuchten Basis wird dann 


a et; 
a al 7, resın —- 


Ba EN 
a 


Die hierdurch dargestellte Curve besteht aus einer end- 
lichen oder unendlichen Anzahl vom Coordinatenanfang aus- 


-gehender Schleifen, je nachdem das Verhältniss e rational 


oder irrational ist. 
Setzen wir in der Gleichung c) 


b? b? 
a ee 99 


Re 


so stellt uns die entstehende Gleichung 


die gesuchte Basis für eine Hyperbel mit den Halbaxen 
a und 5 dar. Die Ausführung der Integration ergibt 
DLn 
ae DEE (ont = — le) 

Soll wieder für $=o auch r=o sein, so mus c=b 
werden. Dann ist 
“,r = V%+r 
b b 
Diese Gleichung lässt sich noch weiter umformen: 


+23  r + VP®4r 


A 
b 


Ver; 


RN +2 
V®ıir= be«” —r 
Quadrirt man diese Gleichung auf beiden Seiten, so 
folgt schliesslich nach einigen Vereinfachungen: | 


b 320 

we & Go — ei: =.) oder 
b b 

r= + (e “°—e0«?) 


Die Curve lässt sich leicht mittelst der beiden con- 
gruenten aber in entgegengesetztem Sinn gewundenen 
logarithmischen Spiralen 


construiren, wenn wir deren Polaraxen zusammenlegen. 
Der zum Winkel 3 gehörige Radius- Vektor der Curve ist 
dann nämlich gleich der Differenz der zu demselben Polar- 
winkel gehörigen Radien-Vektoren der Spiralen. 
Um schliesslich die gesuchte Basis für die Parabel 
zu finden, haben wir in Gleichung c) 
k=.*°—l=o0 
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zu setzen, Dann wird 


9= +4 far + com 


Y 
ZI Fr + const. 


Wenn für $=o r=o werden soll, so muss const = 0 
sein. Die letzte Gleichung nimmt dann die Form an: 
ZU LEN GT, 
woraus ersichtlich, dass die Basis durch zwei sich deckende, 
archimedische Spiralen dargestellt wird. 


8. Welche Curve muss auf einem Kegelschnitt rollen, 
wenn eine Gerade in der Ebene derselben stets durch den 
Brennpunkt des Kegelschnitts gehen soll? 

Die Polargleichung der Basis ist in diesem Falle: 

h 
1 + & 084 
wobei % und e dieselbe Bedeutung wie in der vorhergehenden 
Aufgabe besitzen. 

Es ist also 


Malz 


— hesin‘y Y?esındy 


De ee cos 9°. 
Da nun nach der Gleichung des Kegelschnitts 
h—r 

er 


y! 


COSAN 


mithin 
2 2 7,2 

sind = Ve mar ur aan 
er 
ist, so wird 
rV2—)r+2hr —n? 
Senne 
Setzen wir diesen Werth in die Gleichungen VIb) ein, 


so ist 


er 
Y — — 
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TR 0, 
a Ve—VDr+2hr—h: 


h =#% 
Eliminirt man r aus beiden Gleichungen, so erhält man 
N er 83,73 
u Ve u Ro 
h 
h m | t. 
a) u= — Verse > + cons 


Führen wir in diese Gleichung die Ka Werthe 
von h und e ein, so liefert uns dieselbe die gesuchten 
rollenden Curven für jede Art der Kegelschnitte. 

Ist der Kegelschnitt eine Ellipse mit den Halbaxen a 
und 5, so ist 


zu setzen. 
Für diese Werthe geht «) über in: 


= cn Gen: + const. 


Ze const. 


— barc 


Berührt die gesuchte ara Curve in ihrer Anfangs- 
lage die Ellipse in demjenigen Scheitel, welcher die grösste 
Entfernung vom eingehüllten Brennpunkt hat, und steht - 
dabei die einhüllende Gerade senkrecht auf der Axe des 
Kegelschnitts, so muss für v=o v=a-+tc sein. Daraus 
folgt: const = o, mithin ist 


U — 
u = barccos 
oder 


? 
Men ug 
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Ist der Kegelschnitt eine Hyperbel, so hat man 


2 Bafıy2 
a a a 
in «) einzusetzen und erhält dann: 
dv 


WE + const. 


-P/ Vora?—e 
= blow ta +Vw-+a)?— ec) + const. 

Hat die rollende Curve eine solche Anfangslage, dass sie 

den Scheitel der Hyperbel berührt und steht dabei die ein- 

hüllende Gerade senkrecht auf der Axe der Hyperbel, so muss 

für u=o v=c—a sein. Hiernach muss const = —blc 

sein, und daher ist die Gleichung der Curve 

| a 


C 


u = 


Löst man diese Gleichung nach v auf, so erhält man 
c ER 
»+a=— (et: Fee 
Wenn schliesslich der Kegelschnitt eine Parabel ist, 
so hat man in «) e=1 zu setzen und erhält nach Aus- 
führung der Integration: 


u=V2hv— M + const. 
Für den Fall, dass die rollende Curve in ihrer Anfangs- 


lage den Scheitel der Parabel berührt und dass zugleich 
die einhüllende Gerade senkrecht auf der Parabelaxe steht, 


muss für w=o o- und daher const=o sein. Obige 


Gleichung wird daher 
uw“ = 2hv — 1 
Dieses ist die Gleichung einer Parabel mit der Brenn- 
punktordinate h, wenn die Direktrix zur Axe der u gewählt 
wird. Es hat also auf der gegebenen Parabel eine ihr 
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congruente Parabel zu rollen, dann wird die Direktrix der 
letzteren stets durch den Brennpunkt der ersteren gehen. 

Nach dem zu Anfang dieses Abschnitts abgeleiteten 
Satze wird der Brennpunkt der ersten Parabel, falls letztere: 
auf der zweiten Parabel rollt, die Direktrix dieser anderen 
Parabel durchlaufen. Da beide Parabeln congruent sind, 
so gilt das, was von der ersten behauptet ist, auch von 
der zweiten, und wir gelangen so zu dem Ergebniss: 

Wenn eine Parabel auf einer ihr congruenten so rollt, 
dass sie sich dabei einmal in ihren Scheitelpunkten berühren, 
so geht die Direktrix der rollenden Parabel stets durch den 
Brennpunkt der festen und zugleich durchläuft der Brenn- 
punkt der rollenden Parabel die Direktrix der festen. 


Y. Die rollende Curve ist eine Gerade. 


Rollt auf der Basis eine Gerade, die von der einhüllenden 
Geraden unter einem Winkel « geschnitten wird, so ist die 
Gleichung der rollenden Curve, wenn wir tanga = m setzen: 

v = mu 
also Mm 

Für diese Werthe gehen die Gleichungen III) und IV) 

in die folgenden über: 


EIEUD a MU 

ur v MV, ln 
DIE, 
mi— 
men 


MU 
Eliminirt man aus den ersten Gleichungen viI® 
so hat man zur Bestimmung der eingehüllten Rollcurve die 
Formeln: 


von a 


n„"l1+7p)=P— 
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Beispiele. 

9. Eine Ebene ist so in Bewegung, dass eine in ihr 
liegende Gerade ohne zu gleiten auf der Peripherie eines 
Kreises sich fortbewegt. Es soll die Curve bestimmt werden, 
welche eine zweite Gerade der Ebene umhüllt. 

Als Gleichung der Basis haben wir in diesem Falle zu 
setzen, wenn a der Radius derselben ist: 
| 3 u 
wofür wir auch folgende Gleichungen anwenden können: 

COS I asNn Ed. 
Da hiernach 
dn = acosIsd9, dE = — asındd9, 
so ist 
n. = — bang} 

Setzt man diese Werthe in die Gleichungen VII) ein, 

so erhält man: . 


a) % — 0Cc083 + p(y — asınd) = 0 
b), m(l — ptang3) = p + tang 3 
Aus b) folgt: 
777 — 
tang 3 = nn 
woraus sich ergibt: 
ae min 
= Varm)aHn) 
1 + mp 
LOsd, — 


Va+my)(a +?) 
Für diese Werthe von s?n% und cos nimmt die 
Gleichung a) folgende Form an: 
bes 
Hy Oo yaamyare 


oder 


ARIEHE 
c) ty oa ER 


28 


Um das Integral dieser Differentialgleichung zu finden, 
differenziren wir sie zunächst. Setzt man dabei zur Ab- 
kürzung 


ee ua) 
Vi+m? 7 
so erhält man: 
dy bpdp 
: + pdy + ydp vie» 


oder 
ypdp + (1 + pPY)dy _ _dpap 
a 
Multiplizirt man beide Seiten dieser Gleichung mit 
ENT 
Vırp 
ypdp + (1 + pPd)dy bp?dp 
Vı+p? ‚ir 
so stellt uns die linke Seite d(yV 1+p?) dar. Die Inte- 
gration ergibt daher: 
yVı+p? = b(p — arctangp) + ce 
Für p=tangt können wir diese Gleichung auch 


schreiben: 
d) y= b(sint — rcost) + ccost 

Wenn man die gemachten Substitutionen und den 
Werth y aus d) in c) einführt, so erhält man: 
e) x = b(cost + rsint) — csint 

Die Elimination von r aus d) und e) liefert die Gleichung 
der gesuchten Curve. | 

Um diese Elimination besser ausführen zu können, 
gehen wir mit Hülfe der Gleichungen 

0 =. VCosp y= rsingy 

von rechtwinkligen Coordinaten zu Polarcoordinaten über. 
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Die Summe der Quadrate beider Gleichungen liefert uns 
dann: | 
? = »(1 +7) — 2bcer + ce 

woraus folgt: 
| Vr-b: c 
2 IR TÜREN 

Dividirt man dagegen d) durch e) (nach der Trans- 
formation in Polarcoordinaten) und hebt den Quotienten 


auf der rechten Seite durch bcosr, so erhält man: 


t = =) 
ANIT — (7 Bi 


1 + (7 — ;) tang t 


tang po = 


Hieraus folgt: 


) a 0 rt tangrt — tangy 
z b 1 + tangrtangp 


= tang(t —- 9) 


Aus f) und g) ergibt sich: 
2978 
tang (t ar £) — FR 


also ist 
BOZZRTT 
T— 9 = arctang a = arccos = 
Vermöge des Werthes von r, der aus f) folgt, geht 
diese Gleichung über in: 
Vr—» 


a — ATYCcos ee 
ee 


Die eingehüllte Curve ist demnach die Evolvente 


a 
eines Kreises, dessen Radius =b = Va ist. 


10. Auf welcher Curve muss eine Gerade rollen, damit 
eine die letztere schneidende Gerade stets durch einen 
festen Punkt in der Ebene der Curve geht? 
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Wählen wir den von der Geraden eingehüllten Punkt 
zum Anfang des Coordinatensystems in der festen Ebene, 
so ist in den Gleichungen VII) 2=o, y=o zu setzen. 
Dieselben gehen dann über in 


$+Ppn=0 
nl tap)=p—n: 
Aus diesen beiden Gleichungen hat man die unbestimmte 
Grösse p zu eliminiren. Aus der erstern folgt: 
& 


5 n 


mithin wird die zweite: 


Mr 


Da diese Differentialgleichung homogen ist, so lässt sie 
sich durch die Substitution 


Na 
integriren. Hierfür geht sie über in: 
mS& dt 1 dt 
oder: 
dE m — t 
emp dt. 
Die Integration dieser Gleichung liefert: 
I = = marctangtt — IM +9) 
— marctang-! Pa 
es RENTE. 7” 
oder 
RE RE 
I MTEr — marctang-- 


& 


al 


Die Gleichung lautet in Polarcoordinaten für &=rcos $, 
n=rsind: 
l N m 
C 
oder 
DZ ere 


woraus ersichtlich, dass die verlangte Curve eine loga- 
rithmische Spirale ist. 


VI. Beispiele zum allgemeinen Fall. 


Wenn weder die Basis noch die rollende Curve eine 
"Gerade und wenn die eingehüllte Curve nicht ein Punkt 
ist, so hat man entweder die Formeln I) und II) und die 
aus ihrer Eliminationsgleichung durch Differentiation ab- 
geleitete dritte Gleichung, oder die drei Formeln III) und 
IV) zu benutzen. Die Anwendung der zuerst genannten 
Gleichungen ist dabei auf die Aufgaben beschränkt, in 
welchen die Basis und die rollende Curve gegeben sind und 
dieselben sich rektifiziren lassen. Ist dieses der Fall, so 
sind die Gleichungen ID) und II) meist bequemer als die- 
jenigen bei III) und IV), weil aus den ersteren nach Aus- 
führung der Rektifikation nur noch einzelne Grössen zu 
eliminiren sind, während letztere nach der Elimination auf 
eine zu integrirende Differentialgleichung führen. 


1l. Auf einem Kreise mit dem Radius a rollt ein 
zweiter Kreis mit dem Radius 2a; gesucht wird die Curve, 
welche der Durchmesser des letzteren einhüllt. 

Die Gleichungen der Basis und der rollenden Curve 

sind in unserem Falle die folgenden: 
a) 24-0 
b) W“ + v” = 4a? 
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Setzt man den aus a) sich ergebenden Werth für 7 in 
die Gleichung I) ein, so erhält man: 


c) @ —- 9» +g- Ver—P) = 
und die Gleichung II) wird zufolge a) und b): 
Dadv ads 
Vie” )Ve—e 
don: 2aarcsin—. —— bardänka: + const. 
2a a 


Hat der rollende Kreis eine solche Anfangslage, dass 
der einhüllende Durchmesser in die Richtung der n-Axe 


fällt, so fällt der, Punkt 2 = der rollenden Curve mit 


—=o0 


dem Punkte er der Basis zusammen. Setzen wir die 


Coordinaten dieser entsprechenden Punkte in die letzte 
Gleichung ein, so folgt, dass const=0o. Daher ist 
Sn nV 
aresm— = 2arcsın —. 
a 2a 


Hieraus folgt, indem wir auf der rechten Seite die 
Formel sen2« = 1—2sin?« anwenden: 


& vN\? 
—=1-2(,,) 


mithin ist 
d) ev = 2ala — 9) 

Substituiren wir diesen Werth von v* in c), so er- 
halten wir: 

(© — 9? + (y — Ve—E&) = 2ala — 8) 

Diese Gleichung haben wir nach dem willkürlichen 
Parameter & zu differenziren und diesen dann zu eliminiren. 
Die Elimination wird einfacher, wenn wir 


& 
en also & = acosp 
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setzen, wobei dann „» als willkürlicher Parameter zu be- 
trachten ist. Durch diese Substitution geht die letzte 
Gleichung über in 
(2 — ac0sp)? + (y — asiny)” = 2a? — 2a?cosy 

oder 

0° + y? — 2awcosp — 2aysinp + a? + 2a?cosp = 2a? 
wofür wir auch, wenn wir beiderseits 24x subtrahiren, 
schreiben können: 


(2 — a)? + y’— 2acosp (a — a) — 2aysıny = — 2a(& — a) 
Verlegen wir den Anfangspunkt des Coordinatensystems, 
unter Beibehaltung der Richtung der Axen, so, dass | 


a dl, 
Waza4i 
wird, so erhalten wir anstatt der letzten Gleichung: 
%&° + y° — 2ax, c0sy — 2ay,sinyg = — 2az, 


Führen wir endlich statt der rechtwinkligen Coordinaten 
Polarcoordinaten ein, indem wir 


ER. Y = rsind 
setzen, so ist 
r? — 2arcos($ — 9) = — 2arcos® 
oder 
Tr 20c053 
e) cos(F — 9) = 7 Rn 


Durch Differentiation dieser Gleichung nach y ergibt sıch 
sin($? — y) = 0 
also ist cs($ —y) = +1 
Hiernach wird e): 
290083 + r 


in 2a 


oder 
r= 2a(+ 1 — 089) 
Beide Curven sind sich deckende Cardioiden. 
3 
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12. Eine Kettenlinie rollt auf einem Kreise, dessen 
Radius gleich dem Parameter der Kettenlinie ist. Gesucht 
wird die Curve, welche von einer Geraden eingehüllt wird, 
die parallel zur Scheiteltangente läuft und um den Para- 
meter der Kettenlinie von derselben entfernt ist. 

Ist « der Parameter der Kettenlinie, so ist die Gleichung: 
des Kreises: 


+ =a, 
welche Gleichung wir durch die beiden Gleichungen: 
& = 4Cc0so, n = asinp 


ersetzen können. Ferner ist die Gleichung der rollenden 


a r Be 
= 5(e a e a) 


Hiernach verwandelt sich die Gleichung I) in die 
folgende: 
a) (© — ao0sp)? + (y — asing)? = v, 
und die Gleichung II) wird nach Ausführung der angezeigten 
Integrationen: 


Curve: 


ap = V v?—a? + const. 

Berührt der Scheitel der Kettenlinie in der primitiven 
Lage derselben den auf der Axe der & liegenden Punkt des 
Kreises, so entspricht. dem Werthe 9=o der Werth v=a; 
daher ist const= 0 zu setzen, und es ist also 
ß) Vr—a = ag 
woraus folgt: 

"= all + 9°) 
Setzt man diesen Werth von v? in o) ein, so erhält man: 
x + y? — 2a(&cosp + ysiny) = a*y* 
Geht man mittelst der Gleichungen 
LI 70087 y= rsm$ 
‚von rechtwinkligen Coordinaten zu Polarcoordinaten über, 
so wird die letzte Gleichung: 


Bor 
r? — 2arcos(py — 9) = a?y? 

oder 
Y? — a? gy? 

2a 

Hierin ist als willkürlicher Parameter anzusehen. 
Die Differentiation in Bezug auf denselben ergibt: 
ö) rsn(p — 9) = ap 

Aus y) und J) ist 9 zu eliminiren, Setzt man zunächst 
zur Vereinfachung von y) den aus d) sich ergebenden Werth 


Ar ER rcos(p — 9) = 


= — sin (p— 3) in die rechte Seite der Gleichung y) ein, 


so erhält man 
rl — sin(y — 9] 


—- = 
108 (p ) pr 
oder 
r? cos’(p — $) 
Ba N LT FD 
rC0S (p ) Di 
Diese Gleichung wird erfüllt entweder wenn 
€) 1c08(p — 9) = 0 
oder wenn 
_ 7008($ — 9) 
Ü) l= 2a 
ist. Aus e) resultirt: 
IT 
Pa NEE For 
also y= Ar +4 


Für diesen Werth von y geht 0) über in 


ten 


woraus ersichtlich, dass die eingehüllte Rollcurve eine 
Archimedische Spirale ist. 
Aus {) dagegen folgt: 


[80) 


cs(p — 9) = — 


>| 


36 


Hieraus ergibt sich erstens 


an 3 
sin(p — 9) = a! 


und zweitens 
2a 
= % + uarccos Zr 


Diese beiden Werthe in 6) eingesetzt liefern als Gleichung 
der eingehüllten Rollcurve 
ee) = 3» + arccos z 

Die erste eingehüllte Rollcurve entsteht, wenn die 
Kettenlinie auf der Aussenseite, die zweite, wenn sie auf 
der Innenseite des Kreises rollt. Denn falls die Kettenlinie 
auf der Aussenseite des Kreises rollt, muss der Coordinaten- 
anfang ein Punkt der eingehüllten Rollcurve sein; er wird 
nämlich umhüllt, wenn die rollende Curve durch ihre primitive 
Lage geht. Nun liegt der Coordinatenanfang auf der ersten, 
nicht aber auf der zweiten eingehüllten Rollcurve. 


13. Man sucht diejenige Curve, welche auf der Innen- 
seite eines Kreises rollen muss, damit eine in ihrer Ebene 
liegende Gerade eine Astrois umhüllt, deren Spitzen auf 
der Peripherie des Kreises liegen. 

Falls wir den Radius des Kreises mit « bezeichnen, 
ist seine Gleichung 


Ey = u eoder fr Bir RR 
£ n = asıny 
Die eingehüllte Curve hat die Gleichung 
0. Los 
y= asin’y 
Da die rollende Curve gesucht wird, haben wir die 
Gleichungen III) und IV) anzuwenden, und zwar sind in 
denselben die unteren Vorzeichen von v zu wählen, weil 


2 2 2 
%3 + ys = as oder 
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sich die gesuchte Curve auf der concaven Seite des Kreises 
fortbewegen soll. Aus obigen Gleichungen folgt nun: 


n= “ = — colgy 
U 
N 
Für diese Werthe gehen die Gleichungen III) über in 
+ vtang w 
acosyw® — acısy = - Vasen = — vsiny 
gIY 
a) E 
lasinv® — asıny = — Ve = — vVcosy 


und die Gleichung IV) wird 
b) Pt tangy + colbgp 
1 + tangwcotgy 

Multiplizirt man die erste der Gleichungen a) mit cos y 
und die zweite mit — sin y, so erhält man bei der Addition 
derselben: 

a(costw — sin!w) — a(cospcosw — sinysiny) = 0 

oder, da cost — sin!w = (cos’y + sin? y) (cos? y — sin?) 
— cos? y — sin? y ist: 


= coig(y + 9) 


cos? w — sin’ yw = COSYCOSYW — Sin Ysin w 
oder co82y = cos(py + y) 
mithin 2y=yH+ty 
Gel: | 


Die erste der Gleichungen a) lässt sich demgemäss 
auch schreiben: 


ac0Sp(cosy? — 1) = — vsiny oder 
ACOSYPSMY? = vVSiny 
aCc0sysny = v 
RE 
en LIE LE 


2 
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Hieraus folgt: 


V1-—sin?2y DE Va—4v 


ARTE sin2y 0 
Die Gleichung b) dagegen liefert für v= g: 
ctg2y = — v 


Beide Werthe von cotg2 9 gleichgesetzt liefern daher 


als Differentialgleichung der gesuchten Curve: 
at 
nn D geh] Le nn 
2v 
oder 


_2vdv 
u im Vs + const. 


- Ve—4 v- + const. 


Soll für v=o v=a werden, so muss const=o0 sein 
und dann ist 
2u = Vr—v2 
oder 


“+ v” = — 


woraus ersichtlich, dass die gesuchte rollende Üurve ein 
Kreis und die einhüllende Gerade ein Durchmesser des- 
selben ist; ferner ist der Radius des rollenden Kreises gleich 
der Hälfte des Radius der Basis. 


DRUCK VON FRIEDR. SCHEEL CASSEL. 


